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Le présent cours est consacré essentiellement à la théorie de 
l’intégrale de Lebesgue pour les fonctions de plusieurs variables. 
Il va sans dire qu'aucun résultat n’est nouveau, mais je précise 
que le mode d’exposition n’a, lui non plus, rien d’original; j’ai 


utilisé de nombreuses sources, et plus spécialement les suivantes: 


R. DEHEUVELS, l’Intégrale de Lebesgue, Annales de l’Institut 
Fourier, 1957, p. 383-393. 


F. HIRZEBRUCH et P. DOMBROWSKI, Infinitesimalrechnung 


II, cours multigraphié de l’Université de Bonn, 1961. 


F. RIESZ et B. Sz. NAGY, Leçons d’Analyse fonctionnelle, Budapest, 
1952. 


M. ZAMANSKY, Sur l’intégrale de Daniell, Bulletin de la Société 
Mathématique de Belgique, 1958, p. 67-77. 


La question est depuis longtemps posée de savoir s’il faut enseigner, 
au niveau de la license, l’intégrale de Riemann ou l’intégrale de 
Lebesgue. Ayant rédigé le cours dans les deux hypothèses, je penche 
finalement pour l’intégrale de Lebesgue, étant entendu que certaines 
démonstrations ne peuvent être exigées à l’examen. En tous cas, 


j'espère que cette rédaction facilitera la discussion. 
J. DIXMIER. 
Les résultats peu importants en eux-mêmes, ou destinés a être absorbés 


dans un résultat plus général, son notés "lemme" ou "remarque". 


Les résultats essentiels sont notés "théorème" ou "corollaire". 


CHAPITRE I 


INTÉGRALE DES FONCTIONS EN ESCALIER 


S1-ENSEMBLES PAVABLES 


Rappelons qu’on appelle pavé dans KR" un produit d’intervalles de 
R (fermés, ouverts ou semi-ouverts). Un sous-ensemble de R" sera 
dit pavable s’il est réunion d’un nombre fini de pavés deux à deux 


disjoints. 
Lemme 1 - Si M, N sont deux sous-ensembles pavables de KR, 


MANN, MUN et R'\M 


sont pavables. 


a) Montrons que MANN est pavable. On a 


M = P,U-.-UPh, 
N = QU:--UQ,, 
où les P; sont des pavés deux à deux disjoints, et de même 


les Q,. Donc MANN est la réunion des P;NQ,, qui sont 


deux à deux disjoints. 


I1 suffit donc de prouver que l’intersection de deux pavés 


P et Q est un pavé. 
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= 


Or 
P — Lx--.-xI,, 


= Jx...xJn, 
où [1,..., In, J1,..., Jn sont des intervalles; alors 
PRQ=(HnNn)x...x (In N Jh), 


et L11NJ:1,..., 1 NJ, sont des intervalles. 


L’ensemble R"\M est l’intersection de R"\P;,..., R\P,. 
Pour prouver que R"\M est pavable, il suffit donc, compte 
tenu de a), de prouver que, si P—I; x:--.x I, est un pavé 


de R", R'\P est pavable. Or on peut écrire 
R — I, U H; U K:, 


où H:, K1 sont des intervalles (peut-être vides) tels que 
I:, H:;, K; soient deux à deux disjoints; de même, pour tout 


TL ss TL ON rA 
R=I UH; UK; 


avec des propriétés analogues. Alors R" apparaît comme une 
réunion finie de pavés deux à deux disjoints L, x ---x L,, 


où, pour chaque j =1, 2,..., n, L; est égal soit à I; soit à 


H; soit à K;; l’un de ces pavés n’est autre que [1x---x[: —P, 


donc R"\P apparaît comme réunion d’un nombre fini de pavés 


deux à deux disjoints, donc est pavable. 


On a MUN =R"\ [(RT\M)n (R®\N)|. Compte tenu de a) 
et b), on voit que MUN est pavable. 


Lemme 2 - Soient P:,..., P,1 des pavés de R". Il existe alors des 


pavés deux à deux disjoints Q:,..., Q,, tels que: 
1) la réunion des P; est égale à celle des Q;; 


2) pour tout i — 1, 2,..., m et tout j — 1, 2,..., p, Q; est 
disjoint de P; ou contenu dans P; (autrement dit, 


PiNQ; #0 implique Q; C P:). 


Au lieu de prouver le lemme 2, nous allons prouver l’assertion suivante: 


(x) Il existe des ensembles pavables deux à deux disjoints C1,..., Ca 
tels que: 

1) la réunion des P; est égale à celle des C;; 

2) pour tout i = 1, 2,..., m et tout j = 1, 2,..., q, C; est 


disjoint de P; ou contenu dans P:. 


Le lemme 2 en résultera aussitôt, en écrivant chaque ensemble C; 


comme réunion de pavés deux à deux disjoints. 


L’assertion (*) est évidente quand le nombre m des P; est égal 


à 1. 


Raisonnant par récurrence, nous supposerons (*) établie quand on 
part de m—1 pavés. Il existe donc des ensembles pavables deux 
à deux disjoints D:,..., D, tels que: 

1) P,U.---UP,,: =D; U---UD,; 

2) pour tout i=1, 2,..., m—1 et tout j=1, 2,..., r, D; est 


disjoint de P; ou contenu dans P:. 


Posons: 


C1 = DiNnP», CE = DIR \ Pi), 
C3 = D:nP,, Ca = D2N(R"\P,), 
Cor-1 _ D, N LE Cor . D; N (R" \ Ps 


et soit C2r1:1 l’ensemble des points de P,, qui n’appartiennent pas 
à D:U---UD,. D’après le lemme 1, les C; sont pavables. Il est 


clair qu’ils sont deux à deux disjoints. On a 


PidseUP: Di U:---UD,; UP, 


Di U:---UD;U C1 


| 


[ 


= CUCU::-U Cor 1 U Cor U Corp. 


Reste à montrer que C; est disjoint de P; ou contenu dans P:. 


D'abord, C2r:1 est disjoint de P:,..., P,1_ 1 et contenu dans P,,. 
Considérons maintenant le cas de C: (le raisonnement serait le 
même pour C3, C5,..., Cor 1). On a C1 C D;, et D; est disjoint 
de P; ou contenu dans P; pour i = 1,..., m—1, donc il en est 
de même de C1; et C1 est contenu dans P,,. Considérons enfin le 
cas de C> (le raisonnement serait le même pour C4,..., Co). On 


a C2 C D:, donc, comme ci-dessus, C2 est disjoint de P; ou contenu 


dans P; pour i=1,..., m—]1; et C2 est disjoint de P,. 
Remarque. - Dans les conditions du lemme 2, chaque P; est la réunion 
de certains des Q;, à savoir les pavés Q;,..., Q; qu’il contient. 


En effet, il est clair que Q,,U---UQ,, C P;. D’autre part, si 
xE Pi, on axePiU-.-UP;, =QU:--UQ,, donc x appartient à 
Q; pour un certain j, et, comme Q; NP;20, on a Q; C P;. 


S2-FONCTIONS EN ESCALIER 


Une fonction définie sur R'"', à valeurs complexes, s’appelle une 


fonction en escalier s’il existe un nombre fini de pavés bornés 


disjoints P;,..., P,, tels que f prenne une valeur constante (finie) 
c; sur chaque P;, et soit nulle hors de P;U-:--UP,,. Il revient 


au même de dire que 


f= Ci XP, +:- + Cm XP,» 


où Xp, est la fonction caractéristique de P:. 


Les P; ne sont pas déterminés de manière unique par f. Autrement 


dit, f admet plusieurs décompositions 


Ci XP, + + Cm XP,.- 


Lemme 3 - Soient f:, f: des fonctions en escalier. Il existe des 
pavés bornés disjoints P:,..., P; tels que chaque f; soit constante 
sur P:,..., P, et nulle hors de P;U---UP,. 


Soient Pi, pi 


r. des pavés bornés disjoints tels que fi soit constante 
sur Pi, sur P;, ..., sur Pi, et nulle hors de PIU-.-UPY. D’après 

le lemme 2, il existe des pavés bornés disjoints P;,..., P, ayant 

même réunion que tous les Pi et tels que chaque Px soit contenu 

dans Pi ou disjoint de Pi quels que soient 1 et j. Il est clair 


que f; est nulle hors de P;U---UP,. 


D’autre part, comme P;, P;,..., P: 


sont deux à deux disjoints, Ph 
est contenu dans un seul de ces pavés ou disjoint de chacun d’eux; 


dans tous les cas, f; est constante sur P;. 


Lemme 4 - Soient f:1, f: des fonctions en escalier et À€ C. Alors 
fitfo, fifa, Afi fa fil 


sont des fonctions en escalier; de même pour Suplf:, f2), inf(f1, fo) 


si f:, f> sont réelles. 


Soient P:,..., P; des pavés ayant les propriétés du lemme 3. Alors 
f:+f2 est constante sur chaque P; et nulle hors de P;U---UP,, 
donc est une fonction en escalier. On raisonne de même dans les 


autres cas. 


En particulier, les fonctions en escalier forment un espace vectoriel 


complexe. 


S3-MESURE DES PAVÉS 


Pour tout pavé borné P —=I; x... x I, de R", nous poserons 
Va(P) = v(P) = (longueur de I:)---(longueur de I; 


et v(P) s’appelle la mesure n—dimensionnelle (ou simplement la 


mesure) de P. 


Remarque. - 
1) On a v(P) —0 quand I; ou I: ou ... ou 1, se réduit à un point; 
autrement dit quand P est contenu dans un hyperplan parallèle 
à un hyperplan de coordonnées. 
2) Si Q est un autre pavé borné et si PCQ, on a v(P) <v(Q). 
Carr s140= Xl cons be dis Les 
3) I1 est immédiat que, si P est un pavé borné et si € > O, 


il existe un pavé ouvert borné P? contenant P et tel que 


v(P?)<v(P)+e. 


Lemme 5 - Si un pavé borné P est réunion de pavés deux à deux 


disjoints P:,..., Ph, on a 
v(P) = v(Pi)+ + v(Pa). 


a) Supposons d’abord que la dimension n de R" soit 1. Alors P 
est un intervalle d’extrémités a et b (a < b), et chaque 
P; est un intervalle d’extrémités a; et b; (ai bi). En changeant 
au besoin la numérotation des P;, on peut supposer que a: est 
le plus petit des nombres @, @2,..., Gm. Comme P = P;U---UP,,, 
il est clair que a1 — a. On peut supposer ensuite que a2 est 
le plus petit des nombres G», &@3,..., Gm. Comme les P; sont 
disjoints, on a 2 > b1;, comme P = P;U---UP,,, on a a < b:; 
bref, a2—b1. En recommençant ce raisonnement, on voit que, 


pour une bonne numérotation des P;, on a 


a=a<b=a<b=.-..— a, <b, — D. 
Donc: 
v(P) = b—-a 
= (bn di) SRE (b2 @) (bi ) 


= v(P)+e + v(Pn). 


b) Raisonnant par récurrence, nous supposerons maintenant que 
le lemme 5 est établi dans le cas de R" ! et nous envisagerons 


le cas de R"'. Écrivons 
R? = RAI x R, 
P=r KP”: 
PP Pl" 


où P?, P? sont des pavés de R'!, et P”, P? des intervalles 


de KR, on a 


P? = PiU---UP:, 
P? = P?UÜ-- UPS. 


D’après le lemme 2 et la remarque qui le suit, il existe des 
pavés deux à deux disjoints H:,..., H,; de réunion P?, tels 


ue chaque P? soit réunion de certains des H., soit 
i j 


Pi = U H; où À; est une partie de {1, 2,..., r}. De même, 
jEAi 
il existe des intervalles deux à deux disjoints K:,..., K, 


de réunion P?, tels que chaque P? soit réunion de certains 


des K;, soit P? — U K; où B; est une partie de {1, 2,..., s}. 
jeBi 
Ceci posé, on a: 


= UUHxK (1) 


-(yn)- (us) 


= LU TERK: (2) 


16€ AKx heBk 


D’après la partie a) de la démonstration, on a 


>_v(H: X Kh) = v(H:) D) v(Ki) 
h=1 h=1 


— v(H)) v(P?) (3) 


puis, compte tenu de l’hypothèse de récurrence, et de (3), 


>. >_v(H: x Kn) — >_v(Hi) v(P?) 


i=1 h=1 i=1 


=- Y(P). (4) 
Par un raisonnement analogue, 


… >: v(H; X Kh) = v(P?) v(PX) 


16€AKk heBx 


La relation (2) et le fait que les P, sont deux à deux disjoints 
impliquent que les ensembles d’indices AkxXBx sont deux à 
deux disjoints. Les relations (1) et (2) et le fait que P 
est réunion des PX impliquent que {1,..., r}x{1,..., s} est 


réunion des Ax X Bx. Alors, (4) et (5) entraînent: 


Da, LE v(H; X K:) 


k=1 16€AKk heBx 


l 
M: 


v(P) 


Ï 

M: 
< 
S 


S4-INTÉGRALE DES FONCTIONS EN ESCALIER 


Soit f—Ci1X1+::-+CinmXm une fonction en escalier, les Xi étant 
les fonctions caractéristiques de pavés bornés deux à deux disjoints. 


On appelle intégrale de f le nombre C1 v(P1)+--:+ cm v(P,). Ce 


nombre se note | 60 dx ou Îf [roc Roses Ne) di dis re dx Si 


on veut rappeler qu’on est dans R''. (Ne pas confondre CE avec 


une intégrale indéfinie d’une fonction d’une variablel!). 


La décomposition f — C1 X1+°:+CmXm n’est pas unique. Il est donc 


essentiel de prouver que |f(x) dx ne dépend pas de cette décomposition. 


Démontrons-le. 


Soit f—cixi+.:-+cÿ Xÿ une autre décomposition de f, x? étant 
la fonction caractéristique d’un pavé borné P?, les P? étant deux 
à deux disjoints. D’après le lemme 2 et la remarque qui le suit, 


il existe des pavés P?,..., P? deux à deux disjoints tels que: 


1) chaque P; est réunion de certains des PP, soit P; — U P? ; 
kEA:; 


2) chaque P? est réunion de certains des PP, soit Pi — U P?. 
kEB; 


Soit cÿ) la valeur (constante) de f dans P}. On a 
f=ci xt + +c Xxr 


en désignant par X£ la fonction caractéristique de P?. Alors, 


en utilisant le lemme 5: 
C1 V(Pa) ++ Cm V(Pm)= C1 D VIP )+..+om D  v(P) 
kEA: kEAm 


Or, pour k€ A;, on a c; =cÿ; donc 


a 


Ci V(Pi) es EG VIP) » -CcP vIPE } 


On montre de même que 


Il 
s 

Q 
Ty 

4 

—T 
Fy 
Lu 


ci v(Pi)+...+cp v(P>) 


Ce qui justifie bien la définition de [bo ax. 


Lemme 6 - L’intégrale CE dépend linéairement de f. Un a 


Les égalités | af(x) dx — a |) dx; | (x 


aussitôt des definitions. 


[en 


A — |r60 dx, resultent 


Soient maintenant f et q deux fonctions en escalier. D’après le 


lemme 3, on peut écrire 


Fr CiX1 Fo +CrXr, 
g — dXi1+:-+drXr, 


où X1,.--, Xr Sont les fonction caractéristiques de pavés bornés 
P:,..., P, deux à deux disjoints, et où C1,..., Cr, d1,..., d. EC. 
Alors, 


f+g = (+ di)x1 + +(e +dr)xr, 


donc 
| 60 dx — C1 V(P1)+-.:+ cr V(Pr) 
Joco ax = di v(Pi)+:..+d, v(P,) 


Jerco Ce LA 


d’où le lemme. 


Lemme 7 - Soit f une fonction en escalier. On a 


[ro dx 


Soit f—C1Xp, +::+CmXp, avec des pavés bornés P; deux à deux 


< [oo dx. 


disjoints. On a ff|—{|cilXp, +---+|cm|XPp., d’où 
| 60 dr Crv(Pis ee v (Ph) 
[ea dx = [el v(P:)+ 2. + fem] V(Pm). 
Or 
lei V(P1) +: + cm V(Pn)l < lea v(P1) ++ lc v(Ph). 


Lemme 8 - Si f et g sont des fonctions en escalier réelles telles 


que f<g, ona 


D’après le lemme 7, si h est une fonction en escalier >0, on a 


[no dx > 0. Donc Jaco dx — | 60 dx Jtgco — f(x)) 4x > 0. 


Soit € l’espace vectoriel complexe des fonctions en escalier. Pour 


fE£€, posons |f| — |{f(x)| dx. Ceci définit une semi-norme sur €. 


En effet, il est clair que 0 < ff] < +co, et que |Af|] = [A||f|| 
pour ÀA€EC; si f, gE£, on a, compte tenu des lemmes 6 et 8 


[rc + g(x)léx < Jeroe + Ig(x)1) ax 


— [ea ax + | gt] dx, 


c’est-à-dire 


If + gl < If + gl. 


Cette semi-norme n’est pas une norme. 


En effet, si f est la fonction caractéristique d’un pavé non vide 

P de mesure nulle, on a f # O0 et |ff| — 0. Si f et g sont deux 

points de €, |[f—-g|| n’est pas tout à fait une distance sur € puisqu’on 
peut avoir |f—g| =0 pour fg. Néanmoins nous nous permettrons 


de parler de suites de Cauchy dans €, c’est-à-dire de suites (fk) 


d'éléments de € telles que ff; —f;| —> 0 quand i, j — c. 


Lemme 9 - Soit (fx) une suite de Cauchy de fonctions en escalier. 


Les nombres [rubo dx ont une limite finie. 


En effet, compte tenu des lemmes 6 et 7, on a 


Fr ax — [560 ax 


< [60 — f(x) dx 


et ceci tend vers 0 quand 1, j —+ co. D’où le lemme. 


